Produktintegration
Diese erste Seite dient als Wiederholung und Information. Lies sie aufmerksam durch
und nutze Farbe fiir die Kennzeichnung aus deiner Sicht wichtiger Stellen!

Bislang haben wir uns beim Aufleiten bzw. dem Finden von Stammfunktionen wie bei
den Regeln zum Ableiten mit der Potenz-, Faktor- und Summenregel beschaftigt und
viele Ubungen dazu gerechnet. Alle drei Regeln finden (ausfiihrlich geschrieben ihre
Anwendung, wenn man eine Stammfunktion fir ein Polynom finden will.

Ausfiihrliches Beispiel:
ij3 +5x—3dx =J‘2x3 dx + ISxdx— I3dx

Hier wurde die Summenregel benutzt, was erlaubt ist, weil Integration Summation ist
und deswegen das Distributivgesetz gilt (das gilt auch fiir Subtraktion, da man
Subtraktion auch als Addition negativer Werte umschreiben kann).
J2x3dx+ JSxdx— I3x° dx =2J.x3dx+5j.xdx— 3_[x° dx
Hier wurde wiederum aufgrund des Distributivgesetzes die Faktorregel benutzt und
zusatzlich 3 zu 3x% umgeschrieben, damit im nachsten Schritt die Potenzregel benutzt
werden kann.
3 0 . 1, I, 1 4.5,
2Ix dx+5jxdx—3jx dx=2—x"+5—x"-3-x =—x"+—-x"-3x
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Hier wurde fiir die verbleibenden Integrale die (mithsam hergeleitete) Potenzregel
benutzt und das Ergebnis (die gesuchte Stammfunktion) vereinfacht.
Da bei der Probe (Ableiten der Stammfunktion) reelle Zahlen der Form c (kurz:
Konstanten) ,wegfallen, ergibt sich als Ergebnis:

j2x3+5x—3dx:%x4+§x2—3x+c , ceR

Die Produktintegration (auch partielle Integration genannt) erweitert diese bisher
behandelten Regeln zum Finden einer Stammfunktion auf Funktionen, die man als
Produkte von zwei Funktionen interpretieren kann. Beispiele fiir solche Integrale sind :

Jx -e'dx

J3x -sin(x)dx

sz -e'dx

[sin(x)” dx
Natiirlich ist die Interpretation der zu integrierenden Funktionen willkiirlich, da man
3xsin(x) oder x?%ex jeweils auch als ein Produkt von drei Funktionen interpretieren kann
(also etwa als 3-x-sin(x) oder x-x-eX).
Da man fiir 3x oder x? aber schon Regeln zum Finden einer Stammfunktion kennt, kann
man diese als einen Faktor interpretieren.

Manchmal (sogar gliicklicherweise sehr selten) kann es sogar hilfreich sein, dass man
Funktionen als ein Produkt schreibt, indem man sie mit 1 multipliziert:

j In(x)dx = jln(x) 1dx

Warum das niitzlich ist, die Produktregel hergeleitet wird und wie man sie anwendet,
wird auf der folgenden Seite erklart.



Herleitung der Produktregel
In der Differentialrechnung wurde hergeleitet, wie man eine Funktion f=u-v ableitet, die
man als ein Produkt von zwei Funktionen u und v interpretieren kann. Es gilt:

w-vY=u"v+u-v

Fir die Herleitung der Produktregel der Integralrechnung integrieren wir nun beide
Seiten dieser Gleichung (weil bereits in der ersten Zeile u(x) als u und v(x) als v
geschrieben wurde, kann man das auch im Folgenden einschliefdlich dx zur besseren
Ubersicht vernachlissigen):

I(u-v)’ =j(u’-v+u~v’)
Da sich Differenzieren und Integrieren gegenseitig umkehren gilt
u-v=J.(u’-v+u-v’)
Wegen der Summenregel ergibt sich nun schon die Produktregel:
u-v:J.u’-v+_[u-v’
Damit die Produktregel praktisch nutzbar ist, wird sie noch umgestellt zu
u-v— _[u’ V= Ju v/ beziehungsweise

Iu-v’zu-v—]u’-v

Beispiele zur Produktintegration:

f(x)=x-¢e f(x)=CBx+1)-¢"

ux)=x, v(x)=e" u(x)=3x+1,v(x)=¢e"

u'(x)=1, v(x)=e" u'(x)=3, vx)=e*

ju-v' =u-v—Ju’-v Ju-v’ =u-v —J.u'-v

[x-etdx =x-e'=[1-e"dx [Gx+1)-e*dv=(3x+1)-¢" = [3-¢" dx
:x.ex_J.exdx :(3x+1)'€x—3€x+c, CER
ot — e +c. ceR =3xe" - 2e¢" +c, ceR

Eine Stammfunktion zu xe* ist also xex-e*+c.
Eine Stammfunktion zu (3x+1)e* ist demnach 3xex-2ex+c.

Aufgabe 1: Berechne analog zu den beiden Beispielen Stammfunktionen und notiere

einen Antwortsatz (Tipp: wenn v’(x)=sin(x) gemaf$ der Produktregel sein muss, dann
muss v(x) eine Stammfunktion von sin(x) sein):

j x-sin(x)dx, j (5x+2)-sin(x)dx , jx -cos(x)dx und j(6x —3)-cos(x)dx

Aufgabe 2: Berechne

1 T 2w
Jx-e"dx , Jx-sin(x)dx und j X -cos(x)dx
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Aufgabe 3: Berechne den Flacheninhalt, den der Graph der Funktion f(x)=x-e* mit der x-

Achse im Intervall [-1,1] einschliefdt. Erklare, warum sich hierbei ein anderer Wert als
1

das Ergebnis von Jx -e"dx ergeben muss.
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Losungen zu Aufgabe 1:
f(x)=x-sin(x)

u(x)=x, v'(x)=sin(x)

w'(x)=1, v(x)=—cos(x)

furv =uwv=Juy

[x-sin(x)dx =x-(-cos(x))- [1-(~cos(x))dx
=—x-cos(x)+ [ cos(x)dx

= —x-cos(x)+sin(x) +c, celR

= —x-cos(x)+sin(x) +c, ceR

f(x)=(5x+2)-sin(x)

u(x)=5x+2, v'(x)=sin(x)

u'(x)=5, v(x)=-—cos(x)

Ju-v' =u-v—.[u’-v

j(5x+ 2)-sin(x)dx = (5x+2)-(—cos(x))— js (= cos(x))dx
= —(5x+2)-cos(x)+5 j cos(x)dx

=—(5x+2)-cos(x)+ 5sin(x) +c, ceR

f(x)=x-cos(x)

u(x)=x, v'(x)=cos(x)

u'(x)=1, v(x)=sin(x)

Ju-v' :u-v—Ju'-v

Jx -cos(x)dx =x-sin(x)— Jl -sin(x) dx
= x-sin(x)— Isin(x)dx
=x-sin(x)—(—cos(x)) +c, ceR
= x-sin(x) + cos(x) +c, celR

f(x)=(6x—-3)-cos(x)

u(x)=6x-3, v'(x)=cos(x)

u'(x)=06, v(x)=sin(x)
Iu-v’ :u-v—J.u’-v

j (6x—3)-cos(x)dx =(6x—3)-sin(x)— j6 sin(x)dx

= (6x—3)-sin(x)— 6 [ sin(x)dx
=(6x—3)-sin(x)—6(—cos(x)) +c, ceR
=(6x—3)-sin(x)+ 6 cos(x) +c, celR




Losungen zu Aufgabe 2:

1

Ix-exdxz [x-e“' —e"]l_l =(l-e'—e'+c)—(=le’' —e' +0)= e—e+c—(—l—l+c):%

° e e e
Bemerkung 1: Die eckigen Klammern mit den rechts unten und oben angehdangten
Integrationsgrenzen konnen genutzt werden, um die gesuchte Stammfunktion
tibersichtlich zu notieren.

Bemerkung 2: Die Integrationskonstante ¢ wird in den folgenden Rechnungen nicht
mehr notiert, da sie durch die Subtraktion der Stammfunktionen in jedem Fall entfallt.
Bemerkung 3: Fiir die Berechnung des Integrals sollte man vorab beachten, dass der

Term xe* auf dem Intervall [-1,1] iiberall definiert ist.

jx -sin(x)dx = [—x -cos(x)+ sin()c)];r I x-cos(x)dx = [x -sin(x)+ cos(x)]z”

= —m cos(r)+sin()— (—0cos(0) +sin(0)) ||= 27w sin(27) + cos(27) — (0sin(0) + cos(0))
=—-n(-1)+0-(0) =2r-0+1-(0+1)

=TT = 0

Losung zu Aufgabe 3:

} Das Schaubild der Funktion zeigt, dass beim Integral iiber dem Intervall
[-1,1] negative Flacheninhalte mit positiven Flacheninhalten
,verrechnet” werden.

1 Insofern muss fiir den in dieser Aufgabe zu berechnenden Flacheninhalt
A zusatzlich beachtet werden, dass der Flacheninhalt unterhalb der x-
i . o 1 Achse und der Flicheninhalt oberhalb der x-Achse getrennt voneinander

berechnet werden muss und deren Betrage zu addieren sind:
1

Jx-exdx

0

2

0
Jx-exdx

-1

=‘[x'ex —e"]i‘ +’[x-ex —e)‘];

=[(0-¢* = ")~ (—le” — &™) +[(1-e' — )~ (0e° — ")

A= +

11
- (—D—(————j +(0)- (1)
e e
= —1+% +1
e
e e e e 2 20 2 06
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Bemerkung 1: Der Wegfall der Betragsstriche in der letzten Zeile liegt daran, dass nur
der Zahler des Bruchs (-e+2)/e negativ ist (-2,71...+2=-0,71...<0). Der Betrag des Zahlers
(+0,71) ist jedoch genau so grof3, wie der Wert der Zahl e-2. Daher entfallen die
Betragsstriche bei dieser Umformung.

Bemerkung 2: Die Betrdage miissen nicht miteinander verrechnet werden, wie hier
gezeigt. Die Betrdge hatten auch einzeln berechnet werden kénnen.

Bemerkung 3: Die Werte kdnnen auch mit dem Taschenrechner berechnet werden,
dann kann man allerdings keine Aussagen iiber Rundungsfehler mehr treffen, sondern
muss dem angegebenen Wert vertrauen.



Mehr zur Produktintegration
Um mit Hilfe der Produktintegration Stammfunktionen zu finden, gibt es ergdnzend zu
den zuvor behandelten Rechenbeispielen drei typische Strategien:

1. Wiederholte Anwendung der Produktintegration
Das folgende Beispiel zeigt, dass die einmalige Anwendung der Produktintegration nicht
sofort auf die gesuchte Stammfunktion fiihrt:

szex dx=x’e" — J-er" dx=x"e" — ZJ. xe" dx
Durch erneute Anwendung der Produktintegration muss eine Stammfunktion zu xe*
gefunden werden. Durch das Beispiel von Seite 2 ist bekannt, dass dies xex-ex+c ist. Also
gilt

szex dx=x’e" — ZJxeX dx=x’¢"=2(xe* —e)+c=x"e"—2xe" +2¢* +c, ceR

Aufgabe 4: Berechne J.x3e" dx, Jx“ex dx, sz sin(x)dx und sz cos(x)dx

2. Addieren und Halbieren
Das folgende Beispiel zeigt, dass die einmalige Anwendung der Produktintegration,
Umformen und Umstellen der Gleichung auf die gesuchte Stammfunktion fiihrt:

[ (sin(x))” dx = [ sin(x)- sin(x)dx
=sin(x)-(—cos(x))— ICOS(x) -(—cos(x))dx
= —sin(x)- cos(x) + [ (cos(x))” dx
= —sin(x)-cos(x) + [ 1 - (sin(x)) dx
= —sin(x)- cos(x) + [ 1dx - [ (sin(x))” dx

Bemerkung: Um in Zeile 3 im Integral (cos(x))? auf einen Term mit (sin(x))? zurtick-
fiihren zu konnen, wurde der Satz des Pythagoras im Einheitskreis fiir trigonometrische
Funktionen benutzt, der als (cos(x))%+(sin(x))%=1 geschrieben werden kann.

Schreibt man den ersten und letzten Term der obigen Umformung erneut als Gleichung

auf und addiert I(sin(x))zdx auf beiden Seiten der Gleichung ergibt sich
j (sin(x))* dx = —sin(x)-cos(x) + j 1dx — j (sin(x))* dx
=2 j (sin(x))* dx = —sin(x)-cos(x) + j 1dx

& 2 (sin(x))’ dx == sin(x)-cos(x) + x
= j(sin(x))z dx =%(—sin(x) -cos(x)+ x) +c, ceR

Aufgabe 5: Berechne J(cos(x))zdx und J.ex cos(x)dx

3. Multiplikation mit 1
Das folgende Beispiel zeigt, dass die Multiplikation mit 1 die Anwendung der Produkt-
integration ermoglicht und auf die gesuchte Stammfunktion fiihrt:

Jln(x)dxz Iln(x)-ldxzln(x)-x—jl-xdlen(x)-x—jldeIn(x)-x—x+c , ceR
X

Bemerkung: Ich kenne kein weiteres Beispiel fiir diese Strategie. Wer eins findet, wird
mit viel Lob und Anerkennung belohnt!
Aufgabe 6: Begriinde durch Ableiten der Stammfunktion, dass sie zu In(x) passt.



Losungen zu Aufgabe 4:
J.)c3e’C dx=xe" — J3xze'” dx

3 2
=x ex—SJ.x e'dx

=x’e" —3(xze" —2xe”* +2€")+c , ceR

=x’e¢" —=3x*e" +6xe¢* —6e*+c, ceR

J.x“e" dx =x"e" — I4x3ex dx
=x'e" - 4Jx3ex dx
=x'e" — 4(x3ex —3x%e¢" +6xe" — 6ex)+ c, ceR
=x'e" —dx’e" +12x%" —24xe" +24e¢* +c, ceR

j % sin(x)dx = x> (—cos(x)) — j 2 x(—cos(x))dx

= —x"cos(x)+ 2Jx cos(x)dx

=—x?cos(x)+2(xsin(x)+cos(x))+c, ceR

jx2 cos(x)dx = x> sin(x)— jzxsin(x)dx

= x2sin(x)— 2jxsin(x)dx

=x"sin(x) - 2(sin(x)— xcos(x))+¢, ceR

Losungen zu Aufgabe 5:
J(cos(x))z dx = fcos(x) -cos(x)dx

= cos(x)-sin(x) — [ (=sin(x)) - sin(x)dx

= cos(x)-sin(x) + [ (sin(x))’ dx

= cos(x)-sin(x)+ [ 1- (cos(x))’ dx

= cos(x)-sin(x)+ j ldx - j(cos(x))2 dx
= [ (cos(x))? dx =cos(x)-sin(x) + [ 1dx— [ (cos(x))’ dx
& 2 (cos(x))” dr =cos(x)-sin(x)+ [ 1dx

s 2J. (cos(x))* dx =cos(x)-sin(x)+ x

& j (cos(x))* dx :%(cos(x) sin(x)+x)+c, ceR

J.e" cos(x)dx = e" sin(x)— Je" sin(x)dx
= ¢"sin(x)— (¢ (~cos(x)) - [ e (~cos(x)dx
=e"sin(x)+e" cos(x)— Jex cos(x)dx

= 2]6" cos(x)dx = e* sin(x) + e cos(x)

1 .
& Je" cos(x)dx = 5 e* (sin(x)+cos(x))+c, ceR

Losung zu Aufgabe 6:
;]
(In(x)x —x) =—x+In(x)—1
X

=1+In(x)—1
=In(x)




