Binomialverteilungen fliir groRe n

Die Berechnung von Binomialverteilungen fiihrt auf zwei Probleme:

- Die Berechnung von Fakultadten zum Binomialkoeffizienten ergibt sehr grol3e Zahlen (z.B. 20!
= 2.432.902.008.176.640.000). Die Berechnung von Wahrscheinlichkeiten ist deshalb nume-
risch aufwandig.

- Es kénnen nur Wahrscheinlichkeiten flir ganze Zahlen berechnet werden. Die Berechnung
von Wahrscheinlichkeiten von Dezimalzahlen wie z.B. KérpergroRen, Wartezeiten oder Kof-
fergewichten ist nicht mdglich.

Der deutsche Mathematiker Carl Friedrich Gaul’ (1777-1855) hat eine Méglichkeit gefunden diese

Probleme zu umgehen. Sein Ergebnis wurde bis 2001 (am 1.1.2002 wurde der Euro eingefiihrt)

auf 10 DM-Scheinen abgebildet:
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In etwa der Mitte des Geldscheines ist die Gleichung und der Graph der sogenannten
Normalverteilungsfunktion f abgebildet:

(x-p)

= 20 = normpdf(x, u, 6)*
fx) O'\/Ee pdf(x, u, )

Auler den bekannten mathematischen Konstanten e und n kommen die griechischen
Buchstaben pu (,mid“) und o (,sigma“) vor. u symbolisiert den sogenannten Erwartungs-
wert und ¢ die Standardabweichung einer Wahrscheinlichkeitsverteilung.

Recherchiere:

a) Was kann man sich unter den Begriff Erwartungswert vorstellen? Wozu kann er nitz-
lich sein? Wie kann man ihn allgemein berechnen? Wie kann man ihn bei einer Bino-
mialverteilung berechnen?

b) Was kann man sich unter dem Begriff Standardabweichung vorstellen? Wozu kann
sie nutzlich sein? Wie kann man sie allgemein berechnen? Wie kann man sie bei ei-
ner Binomialverteilung berechnen?

c) Berechne die Extremstelle von f und den Flacheninhalt zwischen x-Achse und dem
Graphen von f. Wie kann man beide Werte interpretieren?

Zur Veranschaulichung von Binomial- und Normalverteilung:

- Offne im TI-Nspire ein ,Graphs* Fenster (2) und fiige Uber menu = 1 > B zwei Schieberegler
mit den Bezeichnungen n und p ein. Die Variable n soll die Werte 0 bis 50 mit Schrittweite 2
und die Variable p die Werte 0 bis 1 mit Schrittweite 0.02 annehmen.

- Flge anschlieRend tber menu > 3 2> 5 ein Streudiagramm ein, welches die Wahrscheinlich-
keiten einer Binomialverteilung veranschaulichen soll.

Gib fir die x-Werte ein: {seq(x,x,0,n)} dies erzeugt eine Liste {0,1,2,...,n}
Gib fur die y-Werte ein: {binompdf(n,p)} berechnet fir p die zu {0,1,2,...,n} ge-
hérenden Wahrscheinlichkeiten der Binomialverteilung

- Flge anschlieRend uber menu - 3 - 1 den Term der Normalverteilungsfunktion f(x) ein.

d) Verandere Werte flr n und p durch Betatigung der Schieberegler: Wann passt f(x) gut
zur Binomialverteilung, wann nicht'?
Tipp: Mit menu = 4 - 1 kdnnen Fenstereinstellungen so verandert/festlegt wer-
den, dass die Graphen optimal angezeigt werden.

" Eine genauere Herleitung dieser Idee findest du z.B. hier: http://mbmr.jimdo.com/-/warum-passt-die-e-funktion-so-
gut-zur-binomialverteilung/



Losungen
Durch das Arbeitsblatt wird der Funktionsterm und jeweils zugehorige Graph der Normal-
verteilungsfunktion im Vergleich zur Binomialverteilung und erlautert.

a) Zum Erwartungswert:
- Ereignis mit der groRten Wahrscheinlichkeit
- Ereignis, das am haufigsten eintritt
- Mittelwert einer Wahrscheinlichkeitsverteilung bzw. eines Zufallsexperiments
- Nimmt allgemein ein Zufallsexperiment die Werte x; mit den Wahrscheinlichkeiten

P(x) an, dann giltp =) x,- P(x,).

i=0
- Far Binomialverteilungen gilt: u=n-p

Begrundung: Fur Binomialverteilungen, deren Ergebnisse k jeweils die Wahrscheinlich-

keiten Z j-p"-(l—p)“"‘ annehmen gilt allgemeinu:ixi-P(xi). Durch Einsetzen erhalt
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Analog zu Mittelwert in der Statistik, der als einzelner Wert eine Menge erhobener Daten
moglichst reprasentativ darstellen soll, ist der Erwartungswert das Ereignis eines Zufall-
sexperiments, das als einzelner Wert moglichst reprasentativ den Ausgang des Zufall-
sexperiments darstellen soll.

b) Zur Standardabweichung:
- Zahl zur Beschreibung der Streuung der Ergebnisse um den Erwartungswert
- Die durchschnittliche (haufigste) Abweichung vom Erwartungswert
- Die Abweichung vom Erwartungswert mit der hochsten Wahrscheinlichkeit
- Nimmt allgemein ein Zufallsexperiment die Werte x; mit den Wahrscheinlichkeiten

P(x;) an, dann gilt 6> = i(xi—u)z-P(xi).

i=0

- Fur Binomialverteilungen gilt: o =/n-p-(1-p)
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Analog zur Standardabweichung s in der Statistik, der als einzelner Wert die Abweichun-
gen vom Mittelwert moglichst reprasentativ darstellen soll, ist die Standardabweichung in
der Wahrscheinlichkeitsrechnung ein Mal} daflr, wie weit Ereignisse eines Zufallsexperi-
ments vom Erwartungswert durchschnittlich abweichen.

c) Der Flacheninhalt, den der Graph von f mit der x-Achse einschliel3t betragt exakt 1. Der
exakte Nachweis ist rechnerisch aufwandig (http://mbmr.jimdo.com/-/warum-passt-die-e-
funktion-so-gut-zur-binomialverteilung/die-funktionsgleichung-von-f-teil-2/).

Mit Hilfe des TI-Nspire kann man dies
allerdings gut auf verschiedene Arten
naherungsweise berechnen: Der rechts
abgebildete Screenshot zeigt Ergebnis-
se fur n=100 und p=0,4 (u=40, 6=4,899)
die auf verschiedene Arten berechnet
wurden.
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Was fehlt ist der Nachweis, dass f "(n)<0 ist.

d) Das Fenster sollte nach Eingabe aller
Angaben in etwa wie rechts abgebildet
aussehen.

Alternativ. zum Term von f kann auch

,hormPdf(x,n-p,,/n-p - (1 —p))* als Funkti-
on eingegeben werden

Passt man den Bildausschnitt an die Daten
an (die x-Werte sollten zwischen 0 und
maximal 50, die y-Werte zwischen 0 und
maximal 1 liegen), dann kann man erken-
nen, dass die Punkte des Streudiagramms
fur besonders grofRRe/kleine n und beson-

ders grol3e/kleine p schlecht passen.
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Als Faustformel gilt: Ist 6>3, dann passt die Normalverteilung hinreichend gut zur Binomi-

alverteilung



Binomialverteilungen fur groBe n (2)
Binomialverteilungen werden ublicherweise als Histogramm dargestellt. Histogramme
sind Saulendiagramme ohne Lucke zwischen den Saulen. Fur Binomialverteilungen wahlt
man als Saulenbreite 1 und als Saulenhdhe die zu k gehorende Wahrscheinlichkeit.

Die folgende Abbildung zeigt ein mit Geogebra erzeugtes Histogramm zu einer Binomial-
verteilung mit n=40 und p=0,3 und der zugehorigen Normalverteilungsfunktion f.
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Berechne den Flacheninhalt aller Saulen fur k={0,...,12}. Warum kann man den Fla-

cheninhalt der Saulen als Wahrscheinlichkeit interpretieren?

12
Berechne J f(x)dx

12
“| normpdf(-ee,12,u,0) dx*

“‘normcdf(--0,12,u,0)".

Statt -.o kann man auch -20 oder -30 einsetzen. Uberlege warum!

c) auf? Uberlege warum.
d)

Berechne a) und b) fur n=400, p=0.3 und k={0,...,120}.

Ersetze in b) 12 durch 12,5 und berechne neu. Was fallt beim Vergleich von a), b) und

Histogramme lassen sich mit dem TI-Nspire mit ,Bordfunktionen® nur in ,Data&Statistics” dar-
stellen. Hier kann man aber Histogramme auch zusammen mit der Normalverteilung darzu-

stellen:

- Offne im TI-Nspire ein ,Lists&Spreadsheets*-Fenster (4).

,wWkt“ als Spaltennamen ein.

Klicke in der ersten Zeile des Tabellenblattes das Feld A an, gib dort ,anz* und im Feld B

- Gib in der zweiten Zeile in Spalte A den Befehl ,seq(x,x,0,40)“ ein, um die Zellen A1 bis
A41 mit den Zahlen 0 bis 40 zu flllen.
- Gib in der zweiten Zeile in Spalte B den Befehl ,binompdf(40,0.3,A)“ ein, um die Zellen B1
bis B41 mit den zu A1 bis A41 gehdérenden Wahrscheinlichkeiten einer Binomialverteilung

fur n=40 und p=0,3 zu flllen.

- Erstelle iUber menu - 3 - 8 ein Ergebnisdiagramm: Wahle als X-Liste ,anz®, als Ergebnis-
liste ,wkt“ und wahle als Anzeige (zur besseren Ubersicht) ,Neue Seite* aus.

- Prufe Uber menu 2 2 > 2 5 2 - 1, ob unter Sduleneinstellungen die Saulenbreite 1 be-
tragt. Zur mittigen Anordnung der Saulen sollte die Ausrichtung auf -0.5 gesetzt werden.

- Flge uber menu - 4 die Normalverteilungsfunktion durch ,normpdf(x,12,2.898)" ein (12
und 2.898 sind u und o zu n=40 und p=0.3).

*Nicht gespeicherte <
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Losungen:

Es geht auf diesem Blatt darum Flacheninhalte als Wahrscheinlichkeiten zu interpretieren

und das die Genauigkeit der Approximation durch die Normalverteilung von n und p ab-

hangt.

a) Da d|e HOhe del’ SaUIe d|e jewel|lge WahrSChein- . *Nicht gespeicherte < {ﬂ
lichkeit ist und mit der Breite 1 multipliziert wird, pinomcar(40,03,0,12 0.577181 =
haben Flacheninhalt der Saule und die Wahr- car(30,12,12.(1207)
scheinlichkeit den gleichen Wert. HOMIEELER A SRS T
Der Screenshot rechts zeigt in der ersten Zeile die nomcar(-30,12.5,12,/12:0.7)  0.568484
Wahrscheinlichkeit 0,577181. binomCdf(400,0.3,0,120) 0.52464

0.5

b) Zeile 2 zeigt die Wahrscheinlichkeit 0,5, was um remcd(20120120,{120 0.7) 02

etwa 7% vom gesuchten Wert abweicht. Also Ilegt §omCdf(-30‘120'5‘120' 120- 0_7)

nur eingeschrankt eine gute Annaherung vor. 0.521753
Dies liegt daran, dass 0=2,9, also nicht grof3er als 3 ist.

-30 ist als Integraluntergrenze ebenso gut wie ---, da die Normalverteilungsfunktion fur
x<0 nur noch extrem kleine Werte annimmt und daher der Flacheninhalt sich nur noch
extrem geringfugig andert (Wichtig: Das ist keine Begrindung sondern nur eine Ver-
mutung, die man mit Zahlenbeispielen verdeutlicht hat!)

c) Die dritte Zeile zeigt, dass die Normalverteilung fur 12,5 eine viel bessere Approxima-
tion liefert. Das liegt daran, dass die Saule fur k=12 die Breite 1 hat, also von 11,5 bis
12,5 reicht. Der Flacheninhalt musste also bis 12,5 berechnet werden, um eine best-
mogliche Annaherung zu erzielen.

d) Vergleiche Zeile 4, 5 und 6.

Bemerkung:

Histogramme lassen sich mit dem TI-Nspire mit ,Bordfunktionen“ nur in ,Lists&Spreadsheets®
darstellen. Um Histogramme zusammen mit der Normalverteilung im ,Graphs-Fenster* darzustel-
len, muss man den TI-Nspire programmieren:

Offne im TI-Nspire ein ,Calculator“-Fenster (1) und éffne (iber menu = 9 > 1 > 1 ein neues Pro-
grammierfenster. Gib als Namen ,histo” ein, wahle als Typ ,Programm® und wahle als Biblio-
thekszugriff ,Libpub“ aus. Gib dann das Programm (in Spalte rechts abgebildet) ein und speicher
das Programm utber menu - 2 2> 1.

leszx::seq(x,x',o,ﬂ) histo" erfolg. gespeichert |

{0,1,23,4,5,6,7,89,10,11,12,13,14,15,16,17,18,19,20,21,22,23,2% | [Define LibPub histo(xw,y,4)
Prgm
!u.s‘(lt—binom?dt(u.p) Local 7
{9.094956-13,3.63798€-11,7.09406€-10,8.985816-9,8.31187e-8,> | |Whisee={ 13 }hispr={ 1 }
For 7,1 .dim(.m')
ﬁ/lf/o(fe'.ftr.les{l'.l) Fertig . [ . S br S br S br L br \
histx: augmcm(/m’zl: ,ru{l] 7..\1«{/] 7..\1«{/]!7..\1«{1]’7})

/lI:Y{I'.faungnl(./Il:V(l'. 1 OJ'H{/’],I'M{I’].O })
EndFor
EndPrgm

In der linken Spalte missen jetzt mit testx und testy bezeichnete x- und y-Datenlisten erzeugt
werden. Ersetze hier n und p durch die Zahlen 40 und 0.3. AnschlieRend muss ein Histogramm
durch Eingabe der dritten Zeile erzeugt werden (1 = Spaltenbreite).

Offne jetzt ein ,Graphs* Fenster und erzeuge liber menu = 3 = 5 ein Streudiagramm. Wéhle bei
,X €“ Uber die ,var® Taste ,testx“ aus und bestatige mit der ,enter” Taste (bei ,y <*“ Uber die ,var*
Taste entsprechend ,testy“). Dann musste das Histogramm gezeichnet werden.

Soll zudem die Normalverteilungsfunktion angezeigt werden, erzeuge tUber menu > 3 > 1 eine
Funktion und gib ,normpdf(x,12,2.898)" ein (12 und 2.898 sind n und ¢ zu n=40 und p=0.3).




Binomialverteilungen fiir groRe n (3)
Aufgabe 1: Prife, ob die Normalverteilungsfunktion gut zur Binomialverteilung fur die folgen-
den Werte passt (m.a.W.: Gilt 6>37)
a) n=30, p=0,5 b) n=100, p=0,1 c) n=80, p=0,2 d) n=50, p=0,4

Aufgabe 2: Berechne zu n=200 und p=0,4 Werte fur u und o.

u+zo
a) Fur welche Zahl z gilt auf 2 NKS genau J f(x)dx=0,957
b) Berechne ,invhorm(0.95)".
c) Denke dir selber Werte fur n und p aus (o>3 sollte erfullt sein) und wiederhole a) und b).
Und/Oder: Ersetze 0,95 durch einen anderen Wert. Was fallt auf?

Aufgabe 3: ,Die rosa Partei gewinnt immer mehr Wahler

Aufgrund von Werbemalnahmen vermutet man, dass sich der Wahleranteil von 12% fur die
rosa Partei vergroBert hat. Man fuhrt eine reprasentative Befragung von 1000 Personen
durch. Wie viele Personen mussten dann mindestens angeben mit der rosa Partei zu sympa-
thisieren, damit man die Werbemallnahme mit einer Irrtumswahrscheinlichkeit von

a) 10%

b) 5%

c) 1%

als erfolgreich betrachten kann? Finde verschiedene Mdglichkeiten diese Aufgabe zu l6sen!

Aufgabe 4: ,PC’s immer unbeliebter<

Durch Tablets und Smartphones mit groRen Bildschirmen werden PC’s anscheinend immer
unbeliebter. Gaben 4 von 5 Befragten 2010 noch an einen PC zu besitzen, waren es unter
200 Befragten 2016 nur noch 150. Begrunde mit einer Irrtumswahrscheinlichkeit von

a) 10%

b) 5%

c) 1%

ob die Aussage der Uberschrift zutrifft.

Aufgabe 5: ,Stimmung uneinig*?

Die Forderung regenerativer Energien ist wichtig, sagen die Einen. Windrader verschandeln
unsere Landschaft, sagen die Anderen. In einer 2012 durchgeflhrten Befragung stimmten 30
von 100 Befragten der Notwendigkeit der Errichtung von Windradern zu. Ab wie vielen Per-
sonen kann man in einer fur 2017 geplanten Befragung mit 1000 Personen davon ausgehen,
ob sich mit einer Irrtumswahrscheinlichkeit von

a) 10%

b) 5%

c) 1%

in der Sicht der Bevolkerung etwas geandert hat?

Aufgabe 6:
Mit dem Intelligenzquotienten (IQ) soll die intellektuelle Begabung gemessen werden. Die
Verteilung des 1Q wird als nahezu normalverteilt angesehen. In Psychologiebichern findet
man folgende Angaben (nach WECHSLER, 1939):
1Q Haufigkeit in % 1Q

weniger als 70 2,3 mehr als 130
a) Bestimme pund o.
b) Wie viel Prozent der Gesamtbevdlkerung hat einen 1Q, der groRer ist als 115, kleiner ist

als 95, zwischen 105 und 125 liegt?

2 Bin erfundener Artikel



Losungen

Aufgabe 1: ‘- 12 i3 *Nicht gespeicherte < {1 B3|
Die Prufung sollte ergeben, dass die Bedingung nur fiir ¢) und 5557 2 73861
d) erfullt ist. N
J100-0.1-0.9 3.
\/80 0.2:0.8 3.57771
\/50 0.4 0.6 3.4641
Aufgabe 2:

a) und b) Durch Probieren findet man in a) den Wert z=1,645 heraus. Ohne Probieren lasst sich z
mit Hilfe von ,invnorm(0,95)“ mit dem GTR berechnen.

¢) Unabhangig von n und p erhalt man zu 0,95 den Wert z=1,645. Fur 0,975 ergibt sich z.B. stets
z=1,96.

Aufgabe 3:
n=1000, p=0,12, u=120, 6=10,28, Hy: Der Wahleranteil hat sich vergrof3ert (p>0,12)
Gesucht: x=Kleinste Anzahl an Personen die mit der rosa Partei sympathisieren

Méglichkeit 1: Suche durch Probieren zu 2( 10]?0 j-0,12" -0,88'"* > 0,9 das kleinste x.
k=0
Méglichkeit 2: Suche durch Probieren zu ,.binomcdf(1000,0.12,0,x)“>0.9 das kleinste x.
Méglichkeit 3: Suche durch Probieren zu ,normcdf(-30,x+0.5,120,10.28)“>0.9 das kleinste x.
Moglichkeit 4: Bestimme ,invnorm(0.9)“=1,28. Berechne x=120+1,28:10,28=133,2 und folgere
x=134. Sind also mindestens 134 Personen fir die rosa Partei, kann die MalRhahme mit einer
Irrtumswahrscheinlichkeit von 10% als erfolgreich betrachtet werden.
Fir 5% gilt x=120+1,645-10,28=~136,911 also mindestens 137 Personen (,invnorm(0.95)“=1,645).
Fir 1% gilt x=120+2,33-10,28=~143,9 also mindestens 144 Personen (,invnorm(0.99)“=2,33).
Méglichkeit 5: Bestimme ,invnorm(0.9,120,10.28)"=133,2. Sind also mindestens 134 Personen
fur die rosa Partei, kann die MaRnahme mit einer Irrtumswahrscheinlichkeit von 10% als erfolg-
reich betrachtet werden.

Aufgabe 4:

n=200, p=4/5, u=160, 6=5,65, H,: Die Anzahl der PC Besitzer wird geringer (p<4/5).
Fir Hy missen weniger als 160 Personen PC’s besitzen:

Fir 10%-Irrtumswahrscheinlichkeit gilt x=160-1.28-5,65=152,8 also 152 oder weniger.
Fir 5%-Irrtumswahrscheinlichkeit gilt x=160-1.645-5,65=150,7 also 150 oder weniger.
Fir 1%-Irrtumswahrscheinlichkeit gilt x=160-2,33-5,65~146,8 also 146 oder weniger.

Aufgabe 5:

n=1000, p=0,3, u=300, 6=14,49, H,: Die Meinung der Befragten hat sich geandert (p=0,3).

Far Hy muss die Anzahl der Windradbefurworter deutlich von 300 Personen abweichen:

Far 10%-Irrtumswahrscheinlichkeit benétigt man ,invnorm(0.95)“=~1,645, da die Abweichung beid-
seitig sein kann: x=300%1,645-14,49=276,16 bzw. 323,8 also 276 und weniger oder 324 und
mehr.

Far 5%-Irrtumswahrscheinlichkeit benétigt man ,invnorm(0.975)“=1,96, da die Abweichung beid-
seitig sein kann: x=300£1,96-14,49=271,6 bzw. 328,4 also 271 und weniger oder 329 und mehr.
Far 1%-Irrtumswahrscheinlichkeit benétigt man ,invnorm(0.995)“~2,576, da die Abweichung beid-
seitig sein kann: x=300£2,576-14,49=262,7 bzw. 337,3 also 262 und weniger oder 338 und mehr.

Aufgabe 6:

a) Es gilt u=(70+130)/2=100, da die Daten symmetrisch mit jeweils 2,3% am &uf3eren Rand ver-
teilt sind. Wegen ,invnorm(0.977)=1,995 (fur 2,3%) gilt u+1,995-6=130. Einsetzen von u=100
liefert 5=30/1,995=15,03.

b) 1Q>115: ,normcdf(115,1000,100,15.03)=15,9%, also knapp 16%,
1Q<95: ,normcdf(-1000,95,100,15.03)“=37,0%, also etwa 37%,
105<1Q<125: ,normcdf(105,125,100,15.03)=32,2%, also gut 32% der Personen.



